
��クラスタ上での並列分枝限定法の高速化手法
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最適化問題解法の一つである分枝限定法は，与えられた問題の解を効率よく探索する手法として知
られているが，大規模問題の求解には莫大な計算時間を必要とするため，並列化による実行時間短縮
が切望されている．本稿では，マスタ・ワーカ方式を用いた並列分枝限定法を���，����，��	�


の �つの実装方法を用いて実装した場合の性能評価について述べる．本性能評価の結果，��� によ
る実装が最も高速な結果を示したが，��� よりプログラミングが容易な ���� による実装でも，実装
方法の改良により ��� に近い性能が得られることが確認された．
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�� は じ め に

最適化問題解法の一つである分枝限定法は，与えら

れた問題の解を効率よく探索する手法として知られて

いるが，大規模問題の求解には莫大な計算時間を必要

とするため，並列化による計算時間短縮が切望されて

いる．これに対してマスタ・ワーカ方式を用いて効率よ

く分枝限定法を並列化する手法が提案され，��クラ

スタやグリッドテストベッド上でその性能評価が行わ

れている ��������	．マスタ・ワーカ方式は，マスタが複

数のワーカを管理することで並列分散処理を実現する

方式であり，並列計算システム上での並列プログラミ

ングモデルとして数多く使用されている．�������
����	

マスタワーカ方式を用いた並列分枝限定法では，マ

スタからワーカへのタスクの割り当て方法や，マスタ

およびワーカ間での暫定値の更新方法といった要因に
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より，その性能が大きく影響を受ける．そのため，効

率のよいタスク割り当てや暫定値更新を実現するア

ルゴリズムを提案し，実装することが重要となる．そ

の実装方法として，
��
��
	，�����	，������	が

挙げられるが，どのプログラミングツールを使用する

かによって，実装されたアプリケーションプログラム

（アルゴリズム）の性能や，実装コストが影響を受け

る．例えば，マスタ・ワーカ方式を用いたアプリケー

ションプログラムを実装するためのテンプレートを提

供する 
��
�では，ユーザがマスタおよびワーカ

上の処理や両者の通信に関する記述をテンプレート中

に記述することにより，マスタ・ワーカ方式を用いた

アプリケーションを容易に実装することが可能である

が，詳細な通信アルゴリズムを記述することは困難で

ある．それに対して，��� では，プロセス間の詳細

な通信アルゴリズムの記述が可能であるが，
��
�

に比べてプログラムが複雑になるという問題がある．

また，���� では，���よりマスタ・ワーカ方式のプ

ログラミングは容易であるが，
��
�より複雑で

あり，通信アルゴリズムの記述においては，
��
�

�
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より詳細に記述することが可能だが，��� に比べる

と詳細な記述を行うことが困難である．

本稿では，これらの問題を解決するため，複数の並

列プログラミングツール（
��
�，���，����）に

より実装されたマスタ・ワーカ方式を用いた並列分枝

限定法アプリケーションの性能比較を行う．本稿が対

象とする並列分枝限定法アプリケーションは，双線形

行列の最大固有値を最小化する解を求めることを目的

とした数値最適化問題の１つである ���固有値問題

の求解アプリケーション ��	 である．本評価の結果，

���による実装が最も高速であるが，���よりもプ

ログラミングが容易な ���� による実装でも ��� に

近い性能が保たれることが確認された．

以後、� 節では ��� 固有値問題及びマスタ・ワー

カ方式を用いた並列分枝限定法について説明し、�節

では，マスタ・ワーカ方式の実装手法として本稿がと

りあげた
��
�，����，���を用いたアプリケー

ションプログラムの実装について説明する．�節では

実装方法の性能評価について，
節ではまとめと今後

の課題について述べる．

�� ���固有値問題解法

本章では，��� 固有値問題について説明するとと

もに，並列分枝限定法を用いたマスタ・ワーカ方式に

ついて述べる．

��� ���固有値問題

��� 固有値問題とは以下の式で定義される双線形

行列関数 ������
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の最大固有値を最小化するベクトル変数 ���を求める

問題であり，以下の式により定義される．

!��� ����	���
�"������

"��� �� �� ��� ��� ���� ��� �� � �

ここで，��� ��� ��� は与えられた �，� に対する行

列 � �����の最大固有値，�は �，�の探索空間を表す．

���固有値問題は ��困難な問題で，!���の上限

と下限をε近傍に大域収束させることにより，有限時

間内にε最適解を求める分枝限定法アルゴリズムが提

案されている．��	

��� マスタ・ワーカ方式を用いた並列分枝限定法

本節では，マスタ・ワーカ方式を用いた並列分枝限

定法による ��� 固有値問題の並列解法 ��	 について

概説する．分枝限定法では，親問題の解の探索範囲を

分割して子問題を生成し，各子問題ごとに目的関数の

下界値，上界値，解を計算することを繰り返すことに

より，最適解を探索する．��	の手法では，マスタが，

解の探索範囲を表す探索ツリーを管理し，以下の手順

に従って探索ツリー上の子問題を複数のワーカに割り

当てることにより，並列処理を実現する．

� � � マスタの処理

マスタは，探索ツリーから下界値が最小である

子問題を �つ選択し，選択した子問題をワーカ

に割り当てる．また，マスタは，ワーカ上での

計算が終了して返された子問題に対して限定操

作を行い，残りの子問題を未処理の子問題のリ

ストに追加する．

� � � ワーカの処理

ワーカは，割り当てられた子問題に対し，分枝

操作を行って複数の子問題を生成し，生成され

た子問題の上界値と下界値および解を計算する．

次に各ワーカ上の子問題の上界値を比較し，最

小の上界値を暫定値として保存する．ここで，

下界値が暫定値よりも大きい子問題が発見さ

れた場合は，該当する子問題の探索を終了する

（限定操作）．

ここでワーカ上での計算粒度に関しては，トレード

オフが存在する．並列分枝限定法の計算では，マスタ

とワーカ間の通信に起因するオーバーヘッド，および

ワーカ間の暫定値の更新頻度が全体の計算時間に影響

を与える．前者のオーバーヘッドについては，これを

減少させることによりプログラムの並列計算効率を向

上させることができる．一方，後者のワーカ間での暫

定値更新については，これを頻繁に行うことにより各

ワーカ上に最新の暫定値が通知されるため，ワーカ上

での限定操作を促進し，プログラム全体の計算量を減

少させることができる．これら両者はともに計算時間

短縮に有効であるが，通信オーバーヘッドを減少させ

るためには，ワーカ上での計算粒度を増大させること

が必要であるのに対し，ワーカ間の暫定値更新頻度を

増加させるためには，ワーカ上での計算粒度を縮小さ

せる必要がある．

�� 実 装 方 法

本章では，���，
��
�，����により実装され

る �つの並列分枝限定法アルゴリズムの詳細について

述べるとともに，実装方法の違いに起因する �つのア

ルゴリズム間の違いについて述べる．

�
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��� ���による実装

本節では，��� により実装した ��� 固有値問題

解法について述べる．���による実装では，#$�% �

& のプロセスがマスタ，その他のプロセスがワーカの

処理を行うことによりマスタ・ワーカ方式を実現して

いる．

詳細なアルゴリズムを以下に示す．

�マスタの処理	

� � � マスタは，まず���固有値問題用パラメータで

ある初期データを読み込む．ここで，初期デー

タとは係数行列 �の次元数とその要素，決定変

数 ���の次元数，分枝の深さなどを意味する．

� � � マスタは，親問題の上界値と下界値を計算し，

終了条件（計算した上界値と下界値の相対誤差

が指定した値より小さい場合）を満たしている

かを判定し，満たしていなければ子問題を生成

して，ワーカへ子問題とその初期データおよび

暫定値を割り当てる．

� � � マスタは，ワーカからの通信待ち状態となり，

ワーカから暫定値更新が通知された場合，その

値に基づき限定操作が行われる．

� � � 一方，マスタはワーカから計算終了が通知され

た場合，子問題計算結果を回収し，終了判定を

行う．

� 
 � 終了していない場合，マスタは残り子問題から

最小下界値を選択し，ワーカへ割り当てる．こ

こで，ワーカに送信されるデータは子問題およ

び暫定値のみで，初期データはワーカ上で保持

されている．

� � � �３�に戻り，終了条件を満たすまで繰り返す．

�ワーカの処理	

� � � ワーカは，割り当てられた子問題に対し，分枝

操作を行って複数の子問題を生成し，生成され

た子問題の上界値と下界値および解を計算する．

� � � 次に，各ワーカ上の子問題の上界値を比較し，

最小の上界値を暫定値として保存する．ここで，

暫定値が更新された場合，直ちに暫定解および

暫定値が，ワーカからマスタへ通知される．

� � � その後，ワーカ上で限定操作が行われ，終了条

件を満たしているかを判定する．満たしていな

ければ，ワーカは残りの子問題と暫定値をマス

タへ返し，待機状態となる．

��� 	�
	�による実装


��
�とは
''()*�
''+�,$-�.�/()0)+ *,1)23+/

��4 .� -1) �.5'3-$-�.�$+ 6#�2� グループによって

作成された，マスタ・ワーカ方式の並列プログラムを

容易に開発するためのライブラリである．ユーザは

用意された関数テンプレートを用いることでマスタ・

ワーカ方式を用いて並列プログラミングを容易に実現

できる．


��
�により実装されたアプリケーションでは，

プログラムの処理がワークサイクルと呼ばれる単位

に分けられ，各ワークサイクルごとにマスタ・ワーカ

方式でアプリケーション開発者に指定された数のタス

ク（本稿が対象とするアプリケーションでは，子問題

（群）に相当）が実行される．各ワークサイクルでは，

全てのタスク実行が終了すると，マスタと全ワーカ間

で同期がとられるとともに，プログラムの終了判定が

行われ，終了判定を満足しない場合は，次のワークサ

イクルの処理が開始される．そのため，事前にワーカ

上でのタスク実行時間が正確に予想できるようなア

プリケーションについては，ワークサイクル内で適切

なワーカ間の負荷分散が可能であり，効率のよいプロ

グラムの実行が可能である．しかし，本稿が対象とす

るアプリケーションでの 
��
� による実装では，

マスタとワーカの処理が �7� 節と以下の点で異なり，

��� による実装に比べるとプログラムの実行性能が

低下する可能性がある．

� ワーカ上でのタスク実行時間が静的に決まらない

ため，各ワークサイクル内での負荷分散が適切に

行われない，即ち，ワークサイクル終了時の同期

のためにワーカ上で無駄な待ち時間が生じる．

� ワーカ上で新たに最良の暫定値が計算された場合

でも，本暫定値の他のワーカへの通知が次のワー

クサイクル開始時まで行われないため，ワーカ間

で暫定値更新効率が低下する．

��� �
��による実装

���� は，クライアントマシンからサーバマシン上

の計算ルーチン ����� )�),3-$8+)� の実行を依頼する

9�� を実現するためのライブラリである．ここで，

クライアントから ���� )�),3-$8+) の呼び出し処理は

�����$++ と呼ばれる 
��を通して行われる．

本稿が対象とするアプリケーションの����による実

装 ��	では，����のクライアントプログラムがマスタ，

サーバプログラムがワーカに相当しており，マスタか

らワーカへのタスク（子問題）割り当ては，�����$++

より実現される．ここで，マスタとワーカの処理は基

本的に �7�節と同様であるが，以下の点で違いがあり，

プログラムの実行性能が低下する可能性がある．

� ワーカ上で新たに最良の暫定値が計算された場合

�
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でも，原則として本暫定値のマスタへの通知がタ

スクの実行終了まで行われないため，ワーカ間で

暫定値更新効率が低下する．

� 原則として，タスク（子問題）の割り当て毎にタス

クの計算に必要な全てのデータをマスタからワー

カへ転送する必要があるため，通信オーバーヘッ

ドが増大する．

本稿では，この �つの問題点を改善するため，新た

に以下の �つの実装を行った．

��������による暫定値更新

本稿では，���� の ,$++8$,% 機能 ��	 を用い，ワーカ

上での暫定値更新が行われた際，直ちに ,$++8$,% が

行われ，ワーカからマスタへ暫定値が返されるという

アルゴリズムを実装した．具体的には，マスタ上のプ

ログラム内に暫定値更新判定を行う ,$++8$,% 関数を

記述し，ワーカ上で暫定値更新が行われると，ワーカ

が ,$++8$,% 関数を呼び出し，暫定値をマスタへ通知

する．マスタでは，ワーカから通知された暫定値をも

とにマスタ上の暫定値を更新する．

ワーカ上でのデータ保持

本稿が対象とする ���固有値問題初期データは静的

なデータであるため，一度マスタからワーカに転送さ

れた場合，それをワーカ上で保持できることが望まし

い．これによって，データ転送量減少による通信オー

バーヘッドの削減が可能である．本稿では，ワーカ上

で最初に転送された初期データ保持を可能にする実

装を行った．まず，初期データ，子問題，暫定値をマ

スタからワーカに，具体的には，各ワーカへの初回タ

スク割り当て時に限り，転送する．各ワーカプロセス

は �����,$++�)�),3-$8+)�- を用いて実装されている

ため，初回起動後プロセスがマシン上で維持されてい

る．このプロセス上で初期データを別途に保存してお

き，�回目以降の呼び出しでは保存しておいたデータ

を計算に使用することにより，初期データを送信しな

いようにした．

�� 性 能 評 価

本節では，�節で述べた実装方法の性能比較を行う

ための性能評価について述べる．

��� 性能評価環境

表 �に性能評価を行った ��クラスタの性能を示す．

表 �の ��クラスタ上の �ノード上でマスタプロセス

を実行し，他のノード上でワーカプロセスを実行した．

ここで，��� による実装では，*�.#) 上の ��� を

使用した．各ソフトウエアのバージョンは，*�.#)は

*�.#) �7�7�，����:は����:－ �7�7�，
��
�

は 
��
� ;)#7 �7&，���� は ���� ;)#7 �である．

また，性能評価に用いたベンチマーク問題として，

実問題であるヘリコプターの旋回動作制御問題，及び

性能評価のために変数 ��� 及び行列 � の大きさや値

を人工的に生成した擬似問題を用意し，それぞれの解

を計算した7

��� 	�
	�，���，�
��の性能比較

表 �に��クラスタ
上での
��
�，���，����

の性能比較結果を示す．表中の <)'-1 はワーカ上で

の計算粒度を表しており，具体的には，<)'-1�� と

は � 回の分枝操作によって � つの問題を � 個の子問

題に分割することを示しており，<)'-1�� とは � 回

分枝操作を繰り返し，�つの問題を最終的に
��

���

�� �

�� 個の子問題を生成することを示している．

表 �より，最も高速であるのは���，その次に����，

最後に 
��
�であることがわかった．まず，���

と ����を比較すると，����はタスク（子問題）割り

当て毎に初期データを含めた全てのデータをマスタか

らワーカへ転送するため，通信オーバーヘッドが増加

するということ，ワーカ上で暫定値更新が行われても

現在計算中の処理を終了しなければマスタに暫定値が

通知されないため，暫定値更新の遅延が起こるという

問題があるので����は���より遅くなっている．ま

た，���と
��
�を比較すると，ワークサイクル

終了時の同期のためにワーカがアイドリングしてしま

うこと，マスタ上で暫定値が更新されても次のワーク

サイクル開始時まで反映されないため，暫定値更新の

遅延が起こるという問題があるので 
��
�は���

より遅くなっている．さらに，����と 
��
�を比

較した場合，
��
�はワークサイクル終了時の同

期が必要なため，ワーカのアイドリング時間が長く

なっている．これによって，
��
�は ����より遅

くなっている．

��� ���，�
��の性能比較

表 � に，�� クラスタ � 上でのヘリコプターの旋

回動作制御問題，擬似問題 � � 
および � � ���� �

	� � 	�の �つの問題を
�� および，��	� による

実装で計算した場合の計算時間を示す．

表 � より，全ての問題に対し，��� による実装が

最も高速であることがわかる．�節でも述べたように，

���による実装では，
��
�や ����と比較して，

高速なアルゴリズムの記述が可能である．また，���

が����と比べて高速であるのは，�����$++によるオー

バーヘッドが���のメッセージ通信に比べて大きい

ということが考えられる．

�
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表 � 実験環境

�� クラスタ ���� �����	
���� ���� �� !"# �$���，�����	�
�% � ���
��

& �����	
���� ���� '  !"# �$���，�����	�
�% � ���
��

���(�)� �  !*+� ����)���

�� ,	�
- �.$.�/

�� クラスタ ���� �����	
���� �.$0"# �����，�����	�����%� �1��
��

2 ���(�)� �  !*+� ����)���

�� ,	�
- �.$.�

表 � &!3&�，!��，4	�� の性能比較（5�+��6�））

計算時間 7��
8
問題

ワーカ数 &!3&� 4	�� !��

� $9�/ :�': :�:�

� �$': �9:$ ��9�

ヘリコプター $ ��'1 9/� 9�1

制御問題 1 9/� :9� :�/

�9 ― �9� �9'

� ::/� �/$' �''/

� �':1 �$' �:/�

擬似問題 $ 11� 9�� �/�

（�6�% 1 $'� :�$ : 1

�9 ― �11 �99

� :�:1� �/�1� �'' 1

� ��/�� �$1�$ �:1$$

擬似問題 $ 1��� 9 �� �9�'

（�69% 1 $��� : 9: �191

�9 ― �9�$ �$11

����� �
��とデータ保持の性能比較

表 � より，���� については，特にデータ保持を実

装することで，従来の ���� の実装と比べて計算時間

短縮が実現されていることが確認された．１つの問

題を解く際に，表 � の実験ではマスタからワーカへ

の �����$++ が多く行われ，特に擬似問題（���）で

は �����$++ が ��
�� 回行われており，初期データ転

送量を削減した有効性が表れていると言える．また，

同様の擬似問題（���）では問題サイズが大きめで，

転送データ量を減少させ，通信オーバーヘッドを減少

させるため，データ保持がより有効的であるというこ

とがわかる．���� の実装の中で最も速かったデータ

保持の実装における実行時間は，従来の ���� での実

装における実行時間より，約 �7&� 倍の速度向上率が

あった．

����� �
��と ��������の性能比較

次に，従来の ����での実装と ,$++8$,% の実装につ

いて比較する．表 �に従来の ����による実装と ,$++/

8$,% を用いた実装による計算時間およびマスタ上で

の暫定値更新回数を示す．

表 �より，,$++8$,% を実装した ����と従来の����

での実装による結果を比較するとそれほど ,$++8$,%の

有効性が見られなかった．特に，<)'-1が小さい時は，

表 � !��，4	�� の性能比較（5�+��6�）

計算時間 7��
8
問題

ワーカ数 4	�� 
;��*;
� データ保持 !��

� ��:1 ��:1 ���9 ���/

ヘリコプター 1 ��1 ��1 ��9 �$�

制御問題 �9 19 1' 1� ':

:� '' '� '9 :'

� ���9 ���: ��:$ ��� 

擬似問題 1 ��� ��� �$1 �$�

（�6�% �9 1� 1� '/ '1

:� �� �� � $�

� �:�:� �:��� ��11� ��9$'

擬似問題 1 �9 : �9 � ���� ���9

（�69% �9 1�' 1�9 '19 '' 

:� $�: $�� $� $ �

従来の ����と ,$++8$,% の暫定値更新回数を比較して，

それほど変わらないということがわかった．これは，

計算粒度 �<)'-1�が小さい時ほど，ワーカ上でのタス

ク処理が高速で終了し，,$++8$,% を行わなくても，暫

定値更新が頻繁に行われるため，本来，暫定値更新頻

度の増加を促進する目的である ,$++8$,% の有効性は

薄いためと考えられる．また，計算粒度（<)'-1）が

大きくなるほど，暫定値更新回数に差が出ていること

から，計算粒度（<)'-1）が大きい場合には，滞る暫

定値更新を促進させることで計算時間短縮が可能であ

ると思われる．しかし，今回の実験では，計算粒度が

最小の場合の性能が最も高く，あまり有効でないとい

うことが確認された．

����� �����上でのトランキングの性能評価

��� による実装に関しては，*�.#) システム上で

のネットワークトランキングを利用した実行時間も測

定したが，ほぼ，ネットワークトランキングしていな

い場合の実行時間と差が出なかった．性能に差が出な

かった原因として，ヘリコプターの旋回動作制御問題

と擬似問題 � � 
は問題サイズが小さく，また，�つ

の問題サイズより大きい擬似問題 � � � の場合にお

いても，�回のデータ転送の際に，���=�のデータが

転送されているが，ネットワークがボトルネックにな

るほどではなかったと考えられる．よりデータ転送量
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表 � 4	�� と 
;��*;
� の計算時間および暫定値更新回数の比較

計算時間 7��
8�暫定値更新回数 7回8%
問題

ワーカ数 5�+�� 4	�� 
;��*;
�

� ��:1�::% ��:1�:�%

� �:9/��'% �:' �::%

� : ��� ��/% ���'�$1%

$ �191��/% �1':�� %

ヘリコプター � �/9/�:�% �/'���9%

制御問題 � ''�:1% '��:1%

� �$�: % �:�:$%

:� : � ��1% $/�$9%

$ 9'�: % 9'�� %

� 9'��/% 99�9�%

� ���9�9:% ���:�9/%

� �����$�% ��� �9:%

� : ��/��$�% �:  �'�%

$ �$ ��:9% �$ '�'�%

擬似問題 � �$$$�:�% �$���'�%

��6�% � ���99% ���'$%

� �:���% �:�'�%

:� : �/�$�% �1�91%

$ '��$9% 9/�1/%

� '/�::% '1�/1%

� �:�:��9$% �:����99%

� �:':$�� % �:1���9/%

� : �$$� �$/% �$: :�'9%

$ ��/$��$�% �9$1��'�%

擬似問題 � �9$: �:�% �9��'�'�%

��69% � $�:�':% $���'9%

� $9����% $9��'$%

:� : $1����% $1��'�%

$ �$'�$$% �$$�''%

� 9 ��:9% �1��'$%

の多い大規模問題においては，ネットワークトランキ

ングが有効であると思われる．

	� ま と め

数値最適化問題の �つである ���固有値問題をマ

スタ・ワーカ方式を用いた並列分枝限定法により求解

するアプリケーションを���，
��
�，����の �

つの方法で実現し，性能比較を行った．性能評価の結

果，��� による実装が最も高速であることが確認さ

れたが，���よりプログラミングが容易な ����につ

いても実装手法の改良によって���に近い性能が得

られることが確認された．

今後の課題として，� 節で述べたように，マスタ・

ワーカ方式を用いた並列分枝限定法では，マスタから

ワーカへのタスクの割り当て方法，マスタおよびワー

カ間での暫定値更新方法により，性能が大きく影響す

る．よって，並列分枝限定法を高速化するために，最

適なタスク割り当て，暫定値更新を考慮した手法を提

案していく予定である．
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